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1. INTRODUCTION ET RESULTATS PRINCIPAUX 
DANS CE texte “differentiable” voudra dire “de classe C”“; sauf mention explicite du 
contraire, tomes nos applications et varietes seront differentiables. 
a. Faux billards. 
Nous considerons une courbe fermee S de Iw* qui admet un paramttrage (differentiable). 
t H (f(t), g(r)): S’ -+ [w* 
otifet g sont sans points critiques dtgenerts et avec des valeurs critiques deux a deux 
distinctes. Nous voulons ttudier le comportement des suites (x& de points deux a deux 
distincts de S telles que xk et xk+ 1 sont successivement sur une m&me horizontale puis sur 
une meme verticale (voir Fig. 1). 
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Fig. 1. 
On peut considerer que l’on joue la B un espice de jeu de billard dont les directions des 
rebonds sont imposies (une fois horizontale, une fois verticale). Nous appelons un tel jeu le 
faux billard associh h S. 
Dans le cas oti S est ‘konvexe” (plus precisement si S ne rencontre toute horizontale ou 
verticale qu’en deux points au plus) on construit un diffeomorphisme I-,: S-S en associant 
a tout point x “genirique” de S le point T,(x) tel qu’il existe z dans S avec z et x sur la mCme 
verticale (zfx), z et T,(x) sur la m&me horizontale (z# T,(x)), comme sur la Fig. 2. 
Dans ce cas l’etude du “faux” billard associe a S se ramene a l’etude de Ts d’un point de 
vue “systime dynamique” sur S. On tombe ainsi sur la theorie classique de Denjoy 
concernant ies homeomorphismes du cercle. Par contre si la courbe S n’est pas convexe on 
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Fig. 2. 
n’a plus de diffkomorphisme I-,: S-+S bien dkfini; le r61e analogue est joui par une multi- 
application I-s de S (une application multivoque de S dans S). Nous construirons une telle rs 
dans notre paragraphe II. En fait la premikre question que now sommes amen&s B now 
poser est l’existence de “cycles” c’est B dire de “trajectoires” (xek finies pour notre faux 
billard. Pour cela nous donnons la dkfinition quj suit 
Fig. 3. Cycles 
Fig. 4. Cycles dtgknirh 
DEFINITION 1. Un cycle de S est une suitefinie (x,, . . . , xzq) de points de S, deux ir deux 
distincts, tels que xZP+, et x2P+2 soient toujours sur la mf?me verticale; xzq et x, , xzp et xzP + , 
soient sur la mPme horizontale. Les auto-intersections de S seront aussi appelhes “cycle” de S. 
Un cycle dkgbnG de S est une suite (x1, . . . , x,) de points deux ir deux distincts de S tels que 
(xi, xi+ 1) (i = 1,2, . . . ) soient alternativement sur une mdme verticale ou une m&me horizontale 
et que x1 et x, soient des points de S 13 tangente horizontale ou verticale; comme cas particulier 
de cycle dig&&t nous imposons les points de rebroussement de S. 
THI~OR~ME 1. Si S rencontre certaines horizontales ou certaines verticales en plus que dew 
points alors elle admet des cycles ou des cycles d&$&&s. 
La dkmonstration de ce rksultat sera donnke au paragraphe II: en fait on appliquera A la 
multi-application Ts associke A S le rksultat principal de [4] qui donne des conditions pour 
qu’une multi-application du cercle admette des “orbites” finies. 
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Ces faux billards interviennent dans plusieurs situations. Par exemple dans le probleme 
de Dirichlet hyperbolique oti on doit rtsoudre Sequation (d’uldxay) = 0 dans un domaine D 
du plan limite par une courbe S sur laquelle les valeurs de u sont imposees. Si (x~)~ est une 
trajectoire du faux billard associe a S on voit que la connaissance de u au voisinage de x0 
determine celle de u au voisinage de chacun des xk. Grace a la multi-application Fs on peut 
gtniraliser une partie des resultats classiques (voir Cl]) concernant le cas ou S est convexe 
(seul cas etudit, a notre connaissance, dans la litterature). On rencontre de tels faux billards 
dans l’etude des bifurcations “selle-noeud” des diffeomorphismes de Morse-Smale ([IO]), 
dans l’etude des familles de courbes ou d’hypersurfaces ([Yj). Dans ce travail nous 
appliquerons le theortme 1 i I’etude des couples de fonctions differentiables ur les varietes 
compactes. 
b. Couples de fonctions difirentiables. 
On dtsigne par V une varitti compacte de dimension n (n22). Le symbole Cm(V) 
dtsigne I’espace des fonctions (differentiables) de V dans [w; il est muni de la topologie de 
Whitney ([7]). 
On consider-e un couple (f, g) d’elements de Cm(V). On dbigne encore par le symbole 
(f, g) l’application de V dans [w2 qui admet f et g pour composantes. 
DEFINITION 2. Etant don&s deux couples (f, g) et (f ‘, g’) d’elements de P(V), nous dirons 
qu’ils sont equivalents si l’on a un diagramme commutatif 
IWL J V-R 
lkz , I” f’ IIt 
iwL V-R 
oti h, k, et k, sont des diffeomorphismes. 
On dit que le couple (f, g) est stable si tout couple (f, g’) assez proche de (f; g) dans la 
topologie (produit) de Whitney est equivalent a (f, g). 
Dans la reference [3] nous avions tente de donner une caracterisation des couples (A g) 
stables; malheureusement cette caracterisation est incorrecte comme l’ont deja fait remar- 
quer par exemple, L. A. Favaro et C. M. Mendes [6]. En fait le thloreme 3 ci-dessous 
prouve qu’il n’existe pas de couples stables. 
Rappelons les resultats “locaux” de [3]. 
DEFINITION 3. Soit v un point pli (resp. un point fronce) de (f g): V+R’; nous dirons que v 
est un pli transverse (resp. unefronce transverse) de (f g) si l’image de la differentielle de (f, g) 
en v est transverse aux deux sous-espaces (0) x R et R x (0) de R2. Un point pli v de (J; g) est 
dit pli tangent si l’une des deux composantes f ou g admet v comme point critique non deg.&&e. 
PROPOSITION I ([3]). L’ensemble 3 des couples (f g) qui ne presentent que des plis 
tangents ou transverses ou bien des fronces transverses comme points singuliers est un ouvert 
dense dans l’ensemble Cco( V) x C5( V). 
DEFINITION 4. Soit (1; g) un couple d’applications de Vdans R et v, , . . . ,v2,, une suitejnie 
de points, deux a deux distincts, de l’ensemble critique Z de (f; g): V+R2. On dit que cette suite 
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est un cycle de (f, g) si l’on a successivement 
f(v1) =f(v,h s(t’z) = d%M%) =f(ud dv&J = dt‘s), . . 
et si I’on a 
g(v,,) = g(v,). 
Les cycles a deux elements (vi, v2) sont tels que 
ils correspondent a des auto-intersections de (J g)(C). 
Remarquons que pour un couple (A g) dans 5 l’ensemble critique X est la reunion d’un 
nombre fini de courbes simples fermees disjointes C,, C,, . . . , I,,,; on note S,, S,, . . . , S, 
leurs images respectives par (A g) dans [w’. On peut jouer au “faux” billard avec chacune de 
ces courbes Si(i= 1, . . . , p) et I’on remarque que les cycles de Si donnent des cycles du 
couple (_A g). 11 peut par contre y avoir des cycles de (s, g) qui ne correspondent a aucun 
cycle des Si. 
Dans le paragraphe III nous prouverons les theoremes qui suivent. 
TH~OR~ME 2. L’ensemble des couples (f, g) qui pas&dent des fiances transverses au des 
cycles est dense dans C5( V) x C30( V’). 
THEOR~ME 3. I1 n’y a pas de couple stable (f, g) d’&ments de C”(V). 
Le thioreme 2 est un corollaire assez direct du thtoreme 1. Le thtoreme 3 decoule du 
thtoreme 2: pour cela on prouvera qu’d tout cycle est attache un invariant de type 
“birapport” qui interdit la stabilite et l’on verra que l’existence d’une fronce transverse n 
fait de mime. 
I1 faut remarquer que la compacite de V joue un role essentiel ici: on peut construire des 
couples (A g) d’tltments de C%(v) stables sur des varietis I’ non compactes. 
Nous laissons ouvert le probleme de l’etude de la stabilite topologique des couples (J g) 
(ou l’on demande seulement que h, k, et k, de la definition 2 soient des homtomorphismes). 
On peut remarquer que tout homeomorphisme hde OF respectant (f, g)(X) se “releve” en un 
homeomorphisme H de V tel que (f, g) 6 H = h 2 (f, g). Ceci permet de voir que la stabilite 
topologique de (f. g) tquivaut a la “stabilite topologique” de (J g)(C): i.e. au fait que si I’on 
perturbe peu (f, g)(Z) en une famille de courbes 6 alors il existe un couple d’homtomorphi- 
smes de [w, (k,, k2), tel que k, x k2(b) = (L g)(C). Lorsque C se rtduit a une seule courbe et que 
S=(1; q)(X) est convexe le probleme est assez simple: S est topologiquement stable si et 
seulement si le diffeomorphisme Is I’est (revenir a la caracterisation des diffeomorphismes 
stables du cercle, [23). On peut ainsi construire des exemples de couples (J g) topologique- 
ment stables. Lorsque (f, g)(E) est plus complexe nous n’avons pas de reponse. Nous avons 
cependant endance a conjecturer que la stabilitt topologique est gtnerique. 
Nous devons remercier ici le “referee” qui par ses suggestions nous a permis d’amtliorer 
trts nettement cet article, en particulier la preuve du thioreme 3 et surtout le lemme 6. 
II. EXISTENCE DE CYCLES POUR LES FAUX BILLARDS 
Ce paragraphe est consacre a la demonstration du Theoreme 1. 
a. Rtsultats concernant les multi-applications du cercle. 
Le theoreme 1 est un corollaire des resultats de [4] que nous rappelons ici. On note P, 
l’ensemble def: aB+lR telles que 
f(x+ I)=f(x)+ 1 
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pour tout x et qui sont continues et “monotones par morceaux” en ce sens qu’il existe une 
partition de [0, l] en un nombre fini d’intervalles sur lesquelsfest strictement monotone. 
LEMME 1 ([4] Sous-Lemme). Soient c( et /? deux applications continues de degrh 1 de S’ 
dans S’ admettant des relevkes respectives ji et /? qui soient dans P, On note 
Alors G est un graphe plongi dans S’ x S’ ayant un nombre jini de sommets, dont tous les 
sommets sont de degrk 0,2 ou 4. Chacun des sommets (x, y) de G est tel que, ou bien x est un 
extrkmum local de a, ou bien y est un extrkmum local de /I, De plus pour toute dkcomposition de 
G en une rkunion de sommets et de cycles yl, . . . ,ym air les yi n’ont deux ?I deux en commun que 
des sommets, alors un et un seul de ces cycles est de degri (1, 1) (i.e. admet un paramktrage 
t H (x(t), y(t)) dont les deux composantes x et y sont de degrk I en tant qu’applications 
continues de S’ duns S’). 
On considtre maintenant une multi-application r de S’ dans S’ (si I’on prlfkre c’est une 
application multivoque ou une relation) dont le graphe est une courbe {(a(t), fi(t))E S’ x S’; 
t ES’) oli 51 et /I sont telles que dans I’ennonct du lemme 1. 
DEFINITION 5. Nous appelons cycle de r toute suitefinie (x,, x1, . . . , xq) de points deux h 
deux distincts de S’ vbijianr l’une des conditions (i) ti (vi) qui suivent 
(i) q=O et xg est un point fixe de I- (i.e. (x0. x,,)E I-); 
(ii) q= 1 et (x,, x1) est un point double de I- (i.e. (x,, x1) est un point double de la courbe 
t l-9 (a(t), B(t))); 
(iii) q = 1 et (x,, x1) est un point de rebroussement de I- (i.e. de la courbe 1 H (a(t), p(t))); 
(iv) q21,(x,,x,)Er,(xi,xi+,)Erp0uri=0 ,..., q - 1 (c’est une orbite piriodique de r); 
(v) q=2p-1, ~22; (x,,x,)d-; (x,_,,x,)d; (Xi,Xi+2)d- pour i=O,. . . , q-2 (cela 
donne des points doubles de F’); 
(vi) q 2 2, x,, est un extrimum local de u, x, est un extrkmum local de p, (xi, xi+ ,)E I- pour 
i=O,. . . , q- 1 (cela donne des points de rebroussement de r4). 
LEMME 2 ([4], ThtorZme 2). Soit I- une multi-application de S’ dont le graphe est la 
courbe t ~(a(f), /I(t)) oti tl et /I sonr des applications differentiables de S’ admettant des 
relevkes respectives ji et fide R dans R difirentiables. On suppose que c et pn’ont pas de points 
oit toutes les d&-i&es s’annulent er que & ne posside pas de points d’injlexion ir tangente 
horizontale. Alors, ou bien r est un homkomorphisme conjuguk ti une rotation irrationnelle, ou 
bien r admet des cycles. 
b. Multi-applications associkes ir S. 
Dans cette section nous montrons comment on peut associer A toute courbe S, telle 
qu’en la, une multi-application Ts de S’. 
LEMME 3. Soitf: Iw-+tQ I-pkriodique continue et monotone par morceaux (en restriction h 
[O, I]); alors il existe u dans P, telle que f 0 u soit paire. De plus si t est un extrkmum local de u 
alors u( - t) est extrkmum local def, t H (u(t), u( - t)) n’a pas de points de rebroussement. Si 
file, 11a ses valeurs extrtmales deux ir deux distinctes t -(u(t), u( - t)) n’a pas de points 
doubles. Enfin si f est de classe C” sans points critiques d~gCn&s on peut choisir u de classe 
C” et sans points critiques dkgLwt%s. 
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~~~onstratiun. Quitte a utihser un di~~omorphisme u (dans PI) evident on peut 
supposer que f a un graphe du type apparaissant dans la Fig. 5 (i.e. 0 est un maximum 
absolu, f un minimum absolu). Alors on cherche u de faGon que, pour tout entier k, 
k k 
u - =-. 0 2 2 
Fig. 5. 
II suffit de construire separtment u’ = u _ ,t +,01 (la restriction de u ri C--&O]) et u”=ulto.+r. 
On note CT: lR-+iR la symitrie t+ -t et l’on doit avoir, pour t E [ -4, 01. 
p u(t) ==p u( - c) 
done 
que I’on recrit 
avec 
ft=fir-+.o,+ L=fo~,t-~.01~ %=u’* ~2=~“~‘Q(7~~-+,0] 
11 nous s&lit alors de construire U, et tlz monotones par morceaux de [ -4; 0] dans lui- 
mCme vtrifiant ffr( -$)= u,(-i)= -$, u,(0)=u2(O)=0 et l’equation (*) (on prendra aIors 
et l’on completera “par periodiciti”). Nous allons faire cela en utihsant le lemme 1 mais 
pour etre exactement dans les hypotheses de ce lemme il nous faut au prialable faire des 
transformations affines pour envoyer [ -4, O] sur [ - 1, 0] et Imf, = Imf, sur [O, I]. Alors en 
les Ctendant “par periodiciti” on peut supposer quef, et f2 sont deux tiements de P,. On 
note respectivement a et p les applications de S’ dans S’ (de degre 1) que d~~nissent~~ etfi 
de maniere ividente; ces deux applications verifient les hypoth&+es du lemme 1. 
Appliquant ce lemme 1 on peut construire un cycle y dans G dont un parametrage 
t t-+(x(f), y(t)) a ses deux ~omposantes de degri 1; on peut respectivement relever x et y en 
deux applications u, et uz qui sont dans P,. On trouve ainsi une solution convenable de (*) 
qui, par la mtthode d&rite plus haut, permet de construire un u dans P, tel quefi u soit 
paire. 
11 nous reste & voir que I’on peut imposer que u vlrifie les autres affirmations du 
lemme 3. Pour cela ii nous faut etudier plus en detail la structure de G. Comme les sommets 
de G correspondent aux extrema deft etf, on voit que si t est extr~mum local de u1 (resp. r+) 
alors ul(t) (resp. u1 (t)) est extremum local deJ, (resp. ft); la deuxitme affirmation en decoule. 
On voit aussi que y ne peut avoir de point de rebroussement; or y’: t H (u(t), u( - t)) s’obtient 
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a partir de y de la man&e suivante: on commence par we symetrie par rapport a Ox pour 
passer de Y a Y;(-+.~), compietant par symetrie par rapport a la premiere bissectrice on 
obtient ~;t_+, fl et on complete “par periodicite” comme sur la Fig. 6 (on utilise les relations 
m3?01=4t)=U1(t), U(-t)= -u2(r) 
t~[O,f]=>u(t)=-u2(-r), u(-r)=u,(-r) 
et on oublie l’homothetie qui envoie [-i, 0] sur [- 1, 01). La quatrieme affirmation en 
dtcoule elle aussi car si S a ses valeurs extremales deux a deux distinctes G n’a pas de 
sommets de degre 4. 
Fig. 6. 
Enfin si f est de classe C” sans points critiques degeneres on remarque d’abord que, 
quitte a remplacer f parf” u ou u est un diffeomorphisme dans P,, on peut imposer 
f(x) =f(xo) + (x -xc? 
au voisinage de toute singularite x e; il en sera de meme pourf, et fi et si l’on a x1 point 
critique defr , x2 point critique def, avecfi(xI) =f2(x2) alors, au voisinage de (x1, x2), G est 
forme par les deux droites 
y=x,f(x-xx,). 
De meme, au voisinage de (0,O) et de ( -i, - *), G s’identifie a la premiere bissectrice. Alors 
pour construire 7 (et done u1 et u2) on peut choisir une courbe differentiable: en dehors des 
points de degre 4 il n’y a pas de probltme et en ces points on impose a ‘J d’enprunter l’une 
des droites. Au voisinage de (0,O) et (-f, -i) on impose a ;I de s’identifier a la premiere 
bissectrice. A 
Revenons maintenant a notre courbe S admettant, comme en Ia, le paramttrage 
r -(f(r), g(r)): S’ +R2. Les fonctions f et g se ,‘Yeltvent” respectivement en f et S differ- 
entiables et 1 -periodiques de Iw dans [w. On peut appliquer a chacune d’elles le lemme 3 et on 
trouve ainsi u et I: dans P,, differentiables, ans points critiques degentris et telles quefi u et 
J 0 U soient paires 
LEMME 4. I1 exisre deux kltmenrs U’ er C’ de P, diferenriables rels que ii 0 U’ = 50 3. De plus 
on peur imposer que r H (U’(r), C’(r)) soir sans points de rebroussemenr, que si r esr un point 
critique de ii’ (resp. 17) alors E’(r) (resp. ii’(r)) soir un point critique de 6 (resp. U) enjin que ii’ et 6’ 
n’aienr que des points critiques non d.2g&rks. 
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Dkmonstration. L’lquation A rksoudre, Uo ii’= 170 al, est de meme nature que I’lquation 
(*) que I’on a rtsolue pour prouver le lemme 3. Elle se rtsoud done de la m&me manikre (en 
utilisant le lemme 1). La diffkrentiabilitk des solutions U’ et V’ ainsi que les propriktts 
souhaittes s’obtiennent comme leurs analogues dans le lemme 3. A 
Les applications II, U’, V et 17 que nous venons de construire dtfinissent respectivement 
des applications u, u’, D et u’ de S’ dans S’ de degrk 1. La symktrie 6: t -+ - t dkfinit une 
involution de S’ que l’on note encore 0. I1 rksulte des lemmes 3 et 4 que l’on a un diagramme 
commutatif 
DEFINITION 6. Nous appelons multi-application associPe d S toute multi-application l-s de 
S’ duns S’ dont le graphe est une courbe {(u 0 c 0 u’(t), v 0 CT 0 v’(t)); t E S1 } oli u, u’, u, v’ sent 
construits comme ci-dessus. 
11 rksulte du diagramme commutatif prkkdent que le graphe de Ts est une partie du 
graphe de la multi-application g-l 0 g of-’ of; en gros on obtient Ts en supprimant dans 
Y - ’ 0 g of- 1 of la diagonale {(t, t); t E S1} et les “bulles” ([4]) c’est-l-dire des courbes 
homotopes i un point, on ne garde que l’essentiel. Si S ne rencontre les horizontales et les 
verticales qu’en deux points au plus alors Ts est le diffkomorphisme attendu: en effet dans ce 
cas g etfn’ont qu’un maximum et un minimum par ptriode et l’on peut prendre pour u et v 
des diffkomorphismes. 
Bien que cela ne soit pas fondamental pour la suite, il est inttressant de remarquer 
l’uniciti de Ts. On obtient (u, v) puis (u’, II’) en paramktrant convenablement un cycle y dans 
un certain graphe G inclus dans S’ x S’ (voir dtmonstration des lemmes 3 et 4). Or ce cycle y 
est unique: pour les constructions de u et v cela provient du fait que, commefet g ont des 
valeurs critiques deux i deux distinctes, G n’a que des sommets de degrk 2; pour la 
construction de (u’, v’) cela vient du fait qu’aux sommets de degrC 4 de G(il n’en existe que si 
S a des points de rebroussement) la construction de y est imposte (u’ et v’ sont rkgulikres en 
ces points). On en dCduit l’uniciti: de (u, v) puis de (u’, v’), aux paramktrages pr2s. 
c. DPmonstration du th6orPme 1. 
L’hypothtse implique que soit u, soit v, (construits comme en h) n’est pas un diffkomor- 
phisme. On en dtduit que Ts n’est pas un difl’komorphisme. Par ailleurs comme u, t’, u’, u’ 
sont de classe C”’ et sans points critique dtgktrks, Ts vtrifie les hypothkses du lemme 2. On 
en dtduit que Ts admet des cycles (au sens de la dtfinition 5). Pour achever nous allons voir, 
cas par cas, que tout cycle de Ts d&ermine un cycle ou un cycle dtgtniri: de S. 
I. Si Ts admet le point fixe (x,, x,,): alors notant x0 = o 0 o ~1 v’(t), a ==(.h 9)(x,), b=(f, g) 
(vo o’(t)), on voit que a et h sont des points de S qui sont ri. la fois sur une mEme horizontale et 
une meme verticale; ils sont done confondus. Alors, ou bien v 0 v’(t) est difkent de x0 et a est 
une auto-intersection de S, ou bien l’on a 
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revenant alors sur les constructions de u (et u), donnees dans la demonstration du lemme 3, 
on en dtduit que x0 est extrimum a la fois defet de g (la courbe y’ de la Fig. 6 ne rencontre 
les droites y = x + n, n E Z, qu’aux points de parametre k/2, k E Z); dans ce cas S admet un 
point de rebroussement. 
2. Si Fs admet le point double (x0, x1): on a x,, = u 0 cr 0 u’(r) = u 0 r~ 0 a’ (I’), x, = c 0 0 J r’(r) = 
o~o~u’(t’) avec r#r’. On note y=uou’(t), z=uou’(r’), a=(f;g) (x,), b=(l;g) (y), c=(.f;g) 
(x,), d=(f,g) (z). Les points a et b sont sur la m&me verticale ainsi que c et d, les points b et c 
ainsi que d et a sont sur la mtme horizontale. Alors a, b, c, d donne un cycle (ou un cycle 
degenere si a = b ou b = c) de S a moins que b et d ne soient egaux. Dans ce cas, ou bien y est 
different de z et on a une auto-intersection de S, ou bien y=z. Comme s+(u 0 g(s), u(s)) et 
I+(C 0 a(r), u(r)) sont sans point double (lemme 3) on en diduit u’(t) = u’(t’), tl’(t) = c’(t’) 
u’(t) = u’(t’), u’(t) = II’@‘) 
et l’on a un point double de t~(u’(t), u’(t)); comme ceci n’est possible que si u et o ont une 
valeur critique commune en y on en dtduit quefest critique en x0 tandis que g est critique 
en x I. Alors (a, b, c) est un cycle degtnere de S. 
3. Si Fs admet un point de rebroussement (x0,x1): x0 et xi sont alors valeurs critiques 
respectives de u 0 e 0 u’ et de u 0 c 0 u’; on note, comme en 2, x0 = u 0 G 0 u’(t), y = u 0 u’(t). Si 
u’(r) et u’(t) etaient points critiques respectifs pour u 0 0 et u 0 ~7 alors y serait critique a la fois 
pourfet g donnant un point de rebroussement de S. Comme t ne peut Ctre simultanement 
critique pour u’ et u’ (lemme 4) les autres cas sont du type: t critique pour u et u’(t) critique 
pour u 0 (T. Alors u’(c) serait a la fois critique pour u (lemme 4) et uot~, ce qu’interdit le 
lemme 3. 
4. Si Fs admet une orbite periodique (x,, . . . , x,,) qui n’est pas un point double: on note 
(to, . . . , t,)des points tels que u~a~u’(t,)=x,=u~a~u’(t,), u~o~u.‘(c~)=x, =u~o~u’(t~), 
. . ) u~o~d(tq- 1)=x9- 1 =uoao~‘(tq); on note Yi=u”u’(ti), ai=( bi=(flg) (yi) 
pour i=O, . . . , 9. Alors a,, b,, a,, b,, . . . , uqr b,, a0 est une suite de points de S qui sont 
deux a deux successivement sur la m&me verticale puis sur la mime horizontale. Alors une 
discussion analogue a celle faite en 2 montre qu’ils determinent un cycle ou un cycle 
degtntre de S. 
5. Si T, admet un cycle de (,x0, , . , xq) de type(v) (correspondant a un point double de FSp): 
on note t,, . . . , t,_ ,, tb, . . . , tb- 1 des points tels que 
On note yi=uO u’(ti)v yl=u”u’(tj), bi=(_Lg)(yi), bJ=(f,g)(yJ), at=(J;g)(x,) pour 
i=o,. . . , p- l;j=O, . . . , p-l; k=O, . . . ,9. Alors 
a b a h a b a b 0 0 1 I 3 2 5 3”’ a 2p 3 p I q 0 2p 2 P 1 2P4 p 2 _ b _ uh’a _ b’_ a _ b’_ . ..u.b;a, 
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est une suite de points de S qui sont deux g deux successivement sur une mtme verticale puis 
une meme horizontale. Comme en 4. cela mt?ne g un cycle ou un cycle dig&irk de S. 
6. Si Ts admet un cycle (x0, . . . , xq) de type (vi): on note (to, . . , t,_ 1) des points tels que 
Xg=Uo.c,‘(to), UO~“C’(tO)=X1=UO~“U’(tl), . .) 
On note !‘i=U”U’(ti), bi=(f,g)(yi), ak=(f,g)(X,) pour i=O, . . , q-1; k=O,. . . , 4. 
Alors un raisonnement analogue d celui fait en 3 prouve que, ou bien y0 est critique pourf, 
ou bien x1 est critique pour g, de mZme que, ou bien xq_ 1 est critique pourf, ou bien ys_ 1 est 
critique pour g. Dans tous les cas (a,,, h,, a,, b,, . . . , b,_ 1, n4) contient un cycle dtgCnCrt 
pour s. 
On a ainsi prouvi: le thkor2me 1. 
111. CYCLES DES COUPLES DE FONCTIONS. 
a. Dkmonstration du thPorkme 2. 
En tertu de la proposition 1 on peut supposer (h g) dans 5 et l’ensemble critique C est 
forml des courbes simples fermles C,, . . . , Zp disjointes; on note S,, . . . , S, leurs images 
respectives dans R2. Identifiant chaque Ci $ S’, chaque Si vkrifie les hypothkses que vtrifie la 
courbe S du Ia. On peut done associer i chacune de ces courbes une multi-application rsi, 
i=l,. . , p, comme en IIb. Si toutes Ies Si sont telles qu’elles ne rencontrent horizontales et 
verticales qu’en au plus deux points alors les Ts, sont des diffkomorphismes. Si l’un de ces 
diffkomorphismes est $ nombre de rotation rationnel alors il admet une orbite pkriodique 
qui nous donne un cycle pour (jg) ou bien un point fixe qui nous donne une fronce. Sinon 
tous ces nombres de rotation sont irrationnels et une petite perturbation de (ft g) peut 
faire apparaitre un nombre de rotation rationnel. Pour voir cela on considkre l’une des 
courbes Si et, avec les notations de IIb, on voit que rs, s’identifie i un diffkomorphisme 
I._gLL’-l 0u003u-1 oti u et c’ sont des difEomorphismes. Modifiant le paramktrage de Ci 
on peut supposer 
rs,=r=6~U-C0u-1 (r = Id). 
Utilisant un voisinage tubulaire de Xi, on p 
diffkomorphismes de V telle que 
ut construire une famille (hB)OEl_-E,EC de 
(i) (0, .Y)H/I~(x) soit diffkentiable 
(ii) lo, = Ci 
(iii) /I,,~, = R,:, (rotation d’angle fII2: Xi G S’ pour tout 0 
(iv) WI,), (Ker df,n Ker de,)= Ker 4 ,,,,. ,,n K :er dgllu,\.) 
pour tout 8 et tous .Y dans Xi. On note gu = g J II,. Pour tout 0, Xi est encore une composante 
de l’ensemble critique de (A gu) et la multi-application rH associke ti (J ge) (Xi) est 
Or on sait ([S]) que R, 3 I- admet un nombre de rotation rationnel pour des 8 aussi petits 
que l’on veut. Ainsi si I’on perturbe, de man&e aussi faible que l’on veut, (f, g) on obtient 
des fronces ou des cycles. 
I1 reste ti ttudier le cas oli certaines des Si rencontrent des verticales ou des horizontales 
en plus de deux points. Dans ce cas le thtortme 1 affirme l’existence de cycles ou de cycles 
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degenires pour ces Si. Tout cycle deginere autre qu’une fronce peut 2tre detruit par une 
perturbation aussi petite que I’on veut de (1; g); il ne reste alors que des fronces ou des cycles 
de Si qui now donnent des cycles de (f; g). Ceci prouve done le theortme 2. 
b. Dkmonstration du thPortme 3. 
Remarquons que si deux couples (A g) et (f, g’) sont equivalents au sens de la defi- 
nition 2 alors le diffeomorphisme h echange les fronces et les cycles de ces couples. Ainsi. 
d’apres le theoreme 2, le theortme 3 sera prouvi si l’on prouve que les cycles et les fronces 
sont des obstructions a la stabilite. 
Si (1; g) admet un cycle il est instable; ce rtsultat est deja connu ([3]) pour les cycles a 
deux elements qui correspondent aux auto-intersections de (,J g)(X). Pour un cycle plus 
general (u,, . . . , uzp) on note ai la pente de la courbe (.f. q)(I) au point (.f;<g)(ri), 
i=l,..., 2~. Alors le nombre 
9!= 
u143.. . azp-l 
a,a, . . . uzp 
est invariant a equivalence pres (les courbes (.f; g)(C) sent tchangtes par un diffeo- 
morphisme produit k, x k2). Ceci interdit la stabilite des (J g) admettant des cycles. 
Si (J g) admet une fronce il est instable: on suppose que (1; g) admet des fronces 
transverses. Rappelons ([3]) que le modtle local de ces fronces transverses est 
( 
n-2 
(.A g):(x,y,y1,...,~n-2)-' -h-x+.v+J.3+ Jl kJ.2 
1 
* 
Considtrons une composante C de Z sur laquelle on a les points fronces I’~. . . , I’, 
(et seulement ceux la). Alors S=(J; g)(C) presente ttz points de rebroussement. 
Utilisant le modtle local ci-dessus on voit que S est localement de la forme t-+(n?t’, 
b+ t2+ t3) au voisinage de chacun de ces points de rebroussement. On impose a S la 
transformation suivante: au voisinage de chaque point de rebroussement (,/; g)(ri) on 
remplace S par un petit morceau de courbe S,, differentiable et riguliere, comme sur la 
Fig. 7 qui suit. On obtient ainsi une nouvelle courbe differentiable S’ qui coincide avec S 
hors des Si et qui n’a plus de points de rebroussement. Cette courbe S’ peut @tre choisie de 
facon qu’elle n’ait, avec horizontales et verticales. que des contacts d’ordre 1. On peut lui 
associer comme en IIb une multi-application fs, que I’on notera plutot f-‘. Alors (utilisant le 
theorime 1) ou bien f-’ est un homeomorphisme a orbites denses ou bien T’ admet des 
cycles. Dans le premier cas, partant d’un point arbitraire de S’ et en suivant successivement 
des horizontales et verticales, on va obtenir une suite de points dense sur S’. Parmi ces 
0 X 
Fig. I 
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points on aura forctment une sous-suite a,,a,, . . . , aP, p> 3, avec a, dans S,, a2, 
a3, . . . 5 up_ 1 dans S - fi Si et up dans Sj (Iventuellement j = 1). On a done une figure du 
i=l 
type 8 suivant. Si S’ a des cycles (ou des cycles dtgintris), ou bien ce sont des cycles de S et 
on est dans les cas dkjti ktudits, ou bien on retrouve une situation du type de la Fig. 8, ou 
bien on a une suite de points de S’, a,, a2, . . . , up, avec a, dans S,, a2, a3. . . . , aP dans 
S- fi Si, a,, itant l’image d’un pli tangent de (A g) comme sur la Fig. 9 qui suit. Au 
i=l 
voisinage d’une fronce (transverse) le comportement des orbites du faux billard associk P S 
est trk simple: toute orbite converge ou “diverge” vers ce point comme sur la Fig. 10. En 
rksumt nous pouvons honcer le lemme qui suit. 
Fig. 8. 
Fig. 9. 
Fig. 10. 
LEMME 5. Si (J g) n’a pas de cycle on a deux cus: ou bien il existe une suite (Ui),sz de points 
de S, deux ci deux distincts, pour layuelle on a 
6) azp et a2*+ l sont sur la m&me horizontale, uzp- 1 et azP sont sur la m&me verticale, pour 
tout p dans Z 
(ii) lim ai=v, lim ai=w 
i*3c i-+-m 
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ou v et w sent des images par (J g) de fiances (on peut avoir v = w) ou bien il existe une suite 
(bi),EN de points de S, deux a deux distincts pour laquelle on a 
(9 b,, et b,,+ 1 sont sur la m&me horizontale (resp. verticale), b,, et blp sont sur la meme 
verticale (resp. horizontale) pour tout p. 
(ii) lim bi est l’image par (f, g) d’unefronce et b, est /‘image par (f, g) dun pli tangent. 
i-m 
Now utiliserons aussi le lemme suivant: 
LEMME 6. On considere la courbe y: t+(t2, t2 + t3) de R2. Si k, x k, est un dzjeomorphisme 
de R2, produit des deux diffeomorphismes k, et k, de R, qui preserve y alors, en restriction a un 
voisinage de l’origine duns R+, k, et k, sont egaux a l’application identite. 
Demonstration du lemme 6. Sous les hypotheses de ce lemme on a un diagramme 
commutatif 
ou a:t H t2 + t3, p:t I+ t2 et h:R, O+R, 0 est un diffeomorphisme. On note z1 I’involution 
t+ -t et z2 I’involution, dtfinie sur un voisinage de 0, telle que 
La relation 
t2 + t3 =(z2(t)y +(z2(t))T 
k, (t2) =(h(t))2 
implique que h est impaire. On a de m&me 
hoz,(t)=z, oh(t). 
On note maintenant 
et I’on doit avoir 
(1) hoa=aoh. 
Le jet d’ordre 2 en 0 de 0 est de la forme t - at2 avec a >O et celui de h doit Ctre trivial (Cgal 
au jet d’ordre 2 de l’identitt). Or N. Koppel a montre dans [9] (Lemma I(b)) que, si deux 
diffeomorphismes locaux en 0 de R, tels que h et CJ, commutent et r~ a un contact d’ordre 
k < cc avec I’identite, alors h est complitement determine par son jet d’ordre k + 1. Prenant 
k= I on en dtduit que h est I’identite sur un voisinage de 0. Dans ces conditions on aura 
k,(t2)=t2, k2(t2+t3)=t2+t3 
pour tout t assez petit, ce qui prouve le lemme 6. A 
Ce femme 6 a comme corollaire le fait que, si (,J g) et (S’, y’) sont deux couples de 
fonctions sur V, equivalents au sens de la definition 2, et coi’ncidant au voisinage dune 
fronce transverse u alors, sur des semi-voisinages def(u) et de g(v) les diffeomorphismes k, et 
k, realisant cette equivalence sont egaux a I’identite. 
On acheve alors la demonstration du theoreme 3 de la facon suivante. On considere 
(J y) comme dans le lemme 5. Si I’on a une suite (ai),eL telle que dans ce lemme on note 
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(.x~);~~ les points de I/ tels que 
(J Y)(Xi)=ai 
pour tout i. On peut construire une perturbation (S’, g’) de (f, g) aussi petite que l’on veut 
qui coi’ncide avec (,L g) au voisinage de toute fronce et de tous les xi sauf xi,) pour un indice i, 
fix& Si (,fi g) ttait stable (.f’, g’) devrait 2tre tquivalente i (5 g); notons k, et li2 les 
diffiomorphismes aux buts qui rkalisent cette Cquivalence. Alors k, x kz doit envoyer la 
suite (ai),,Z sur une suite (u;);~,- vtrifiant des propriktts analogues pour (f’, g’). A cause de la 
remarque prickdente on aura 
ai = a; 
pour tout i assez grand ou assez petit; on en dtduit l’kgaliti de ai et ai pour tous les i 
diffkrents de i,. Les propriitks des suites (u~);~~ et (u:);~~ permettent d’en ditduire 
aio=a;,,. 
Or ceci contredit le fait que (.f’, g’) est une perturbation arbitraire de (f, g) (assez petite) au 
voisinage de Xio. On prouve ainsi que (,L g) est instable. 
Si l’on a une suite (!I~);~~ telle que dans le lemme 5 on raisonne de man&e analogue: si 
bi=(L Y)(J’i) 
on perturbe (,f; g) au voisinage de _v~ mais on le laisse tgal g lui-meme au voisinage des 
fronces et des points yi, i>O. La perturbation (f’, g’) de (f, g) ainsi construite n’admet en 
glntral pas de suite (bI)iE:u analogue i (bi)iEN car on peut imposer que bb ne soit pas I’image 
d’un pli tangent. Ceci achkve la preuve du thtorkme 3. 
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